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Esercizi sulla ricerca dei massimi e minimi relativi
(Grazie agli studenti del corso che comunicheranno eventuali errori)
Esercizio 1.
Determinare i punti di massimo e di minimo relativi di
f(x, y) = x2 + xy + 2y2.
Esercizio 2.
Data la funzione f : R2 → R, f(x, y) = x4 + y4 − (x − y)2, deteminare i punti critici di f , e,
tra questi, i punti di massimo e di minimo relativi.
Esercizio 3.
Si consideri la funzione
f(x, y) =
1
3
x3y − yx+ 1
3
y2.
Determinare i punti di massimo e di minimo relativi.
Esercizio 4.
Si consideri la funzione
f(x, y) = arctan
y2
x
.
Determinare il dominio e i punti di massimo e di minimo relativi.
Suggerimenti e/o soluzioni
Esercizio 1.
[Sol.: f e` derivabile e ∇f(x, y) = (2x + y, x + 4y) e quindi l’unico punto critico e` (0, 0). La matrice
hessiana e`
D2f(x, y) =
(
2 1
1 4
)
quindi (per la condizione sufficiente del secondo ordine) (0, 0) e` punto di minimo relativo.]
Esercizio 2.
[Sol.:f e` derivabile e ∇f(x, y) = (4x3− 2(x− y), 4y3 + 2(x− y)). I punti critici si ottengono risolvendo
il sistema {
4x3 − 2(x− y) = 0
4y3 + 2(x− y) = 0 ⇔
{
4(x3 + y3) = 0
4y3 + 2(x− y) = 0 ⇔
{
x = −y
4y(y2 − 1) = 0
e si deduce che i punti critici sono (0, 0), (1,−1) e (−1, 1). Usando la matrice hessiana (condizione
sufficiente del secondo ordine)
D2f(x, y) =
(
12x2 − 2 2
2 12y2 − 2
)
si ottengono: (1,−1) e (−1, 1) minimi. Per (0, 0) non si puo` concludere. Tuttavia, f(0, 0) = 0 e
dallo studio del segno si ha, restringendosi all’asse x, che f(x, 0) = x4 − x2 = x2(x2 − 1) < 0 per
x ∈ (−1, 1) \ {0}, mentre restringendosi alla bisettrice y = x: f(x, x) = 2x4 > 0 per x ∈ (−1, 1) \ {0}.
Dunque: sull’asse x il punto (0, 0) e` un punto di massimo relativo, mentre sulla bisettrice y = x (0, 0)
e` un punto di minimo relativo. Si conclude quindi che (0, 0) e` un punto di sella.]
Esercizio 3.
[Sol.: ∇f(x, y) = (y(x2−1), 13x3−x+ 23y) per cui i punti critici sono (1, 1), (−1,−1), (0, 0) e (±
√
3, 0).
Dallo studio della matrice hessiana (condizione sufficiente del secondo ordine) risulta che (0, 0) e
(±√3, 0) sono punti di sella e che (1, 1) e (−1,−1) sono punti di minimo relativo.]
Esercizio 4.
[Sol.: Dominio: A = R2 \ asse y.
∇f(x, y) = 1
1+
“
y2
x
”2 (− y2x2 , 2yx ). Dunque i punti dell’asse x, eccetto l’origine che non appartiene ad A,
sono i punti critici, cioe` i punti critici sono i punti (x, 0) con x 6= 0. Lo studio della matrice hessiana
non e` utile. Nei punti critici la funzione f vale 0. Studiando il segno di f osserviamo che nel primo e
quarto quadrante la funzione f e` positiva, nel secondo e terzo e` negativa. Dunque, i punti (x, 0) con
x > 0 sono punti di minimo relativi e i punti (x, 0) con x < 0 sono punti di massimo relativi.]
